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Проблематика и актуальность научной работы. В настоящее время в случае непрерывных коэффициентов и областей, границами которых являются гладкие замкнутые кривые, теория краевых задач для трианалитических функций приобрела практически завершенный вид. Однако, в случае разрывных коэффициентов и областей, границами которых являются разомкнутые кривые, основные краевые задачи в классах трианалитических функций являются неисследованными.

Цели научной работы. Решение и исследование первой основной краевой задачи типа Римана с разрывными коэффициентами для трианалитических функций в случае полуплоскости.

Задачи научной работы. Разработка общего метода решения первой основной краевой задачи типа Римана с разрывными коэффициентами для трианалитических функций в случае полуплоскости и установление картины разрешимости, исследование ее на нетеровость.
Научная новизна и теоретическая значимость научной работы. Разработан метод решения первой основной краевой задачи типа Римана с разрывными коэффициентами для трианалитических функций в случае полуплоскости, найдена картина разрешимости, установлено наличие нетеровости.

Патентно-лицензионная ценность научной работы. Работа носит фундаментальный характер.
Материалы и методы исследования. Основными методами исследования являются методы теории функций комплексного переменного и краевых задач для аналитических функций.

Результаты. 
1. Введение.

Определение 1. Функция 
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 называется бианалитической в области 
[image: image2.wmf]D

 комплексного переменного 
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 имеет непрерывные частные производные по 
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 до третьего порядка включительно (т.е. 
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) и удовлетворяет там уравнению
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 – дифференциальный оператор Коши-Римана. Данное определение принадлежит П. Бургатти. 

Действительная и мнимая части трианалитической в области 
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 функции 
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 являются тригармоническими в этой области, т.е.
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– оператор Лапласа.
Основной цикл работ, посвященных изучению краевых задач для трианалитических функций, был выполнен в течение трех последних десятилетий XX века математиками различных стран (СССР, ФРГ, Югославии и др.). Большой вклад в развитие теории краевых задач для трианалитических функций внесли А.В. Бицадзе, В.А. Габринович, М.П. Ганин, Ф.Д. Гахов, Б. Дамьянович, В.И. Жегалов, К.М. Расулов, В.С. Рогожин, И.А. Соколов, Н.Т. Хоп и другие. 

Известно, что краевые задачи для трианалитических функций в зависимости от условий, налагаемых на искомые функции, делятся на три группы:

1) непрерывные задачи – от искомой функции требуется непрерывность вплоть до границы; 

2) кусочно-непрерывные задачи – допустимо нарушение непрерывности искомых функций лишь в конечном числе точек границы; 

3) разрывные задачи – все остальные.

В настоящее время в случае непрерывных коэффициентов и областей, границами которых являются гладкие замкнутые кривые, теория краевых задач для полианалитических (в частности, для трианалитических) функций приобрела практически завершенный вид. Однако, в случае разрывных коэффициентов и областей, границами которых являются разомкнутые кривые, основные краевые задачи в классах трианалитических функций до настоящего времени не являются полностью исследованными. 
2. Основные понятия и обозначения. Всюду в дальнейшем класс трианалитических в области 
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 функций будем обозначать 
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Выделим на контуре 
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 конечное число точек 
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 будет состоять из конечного числа дуг 
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Следуя Н.И. Мусхелишвили, точки, которые служат концами гладких дуг, составляющих контур 
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, мы будем называть узлами контура 
[image: image29.wmf]L

.
К числу узлов мы можем, по нашему усмотрению, в зависимости от удобства, относить и любые другие точки контура 
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, т.е. точки, расположенные на его гладких частях.
Точки контура 
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, отличные от узлов, мы будем называть обыкновенными. 

В дальнейшем понятие кусочно-аналитической (кусочно-голоморфной) функции с линией скачков 
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 понимается в смысле Н.И. Мусхелишвили. 

Как обычно, обозначим через 
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 и удовлетворяющих условию Гельдера с показателем 
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для любых точек 
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 при некоторой (зависящей от 
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Во всех рассуждениях, где значение показателя Гельдера 
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 не играет роли, вместо 
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Пусть 
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 – функции, однозначно определенные соответственно на (закрытых) дугах 
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 удовлетворяют условию Гельдера на соответствующих (закрытых) дугах 
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, то мы будем говорить, что функция 
[image: image54.wmf])

(

t

g

 принадлежит классу 
[image: image55.wmf]0

H

 на 
[image: image56.wmf]L

. 

Замечание 1. В узлах контура 
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 функция 
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 может иметь только разрывы первого рода. 

Класс функций, принадлежащих классу 
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 вместе со своими производными до порядка 
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 включительно, будем обозначать через 
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Замечание 2. Производные функции могут иметь разрывы первого рода не только в узлах контура 
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. Точки разрыва производных мы для удобства будем причислять к узлам. 

Пусть функция 
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Определение 2. Функция 
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Определение 3. Число 
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 называется порядком функции 
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Известно, что в случае полуплоскости кусочно-трианалитическую функцию с линией скачков 
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 и исчезающую на бесконечности можно представить в виде:
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В дальнейшем будем говорить, что трианалитическая в области 
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 функция 
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принадлежит классу 
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, если они непрерывно продолжаются на контур 
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 вместе со своими частными производными 
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, причем так, что граничные значения этих функций и всех указанных производных функциями почти второго порядка. 

3. Постановка задачи. Пусть 
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Рассмотрим следующую краевую задачу. Требуется найти все трианалитические функции 
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, исчезающие на бесконечности и удовлетворяющие во всех обыкновенных точках 
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 следующим краевым условиям:
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соответственно введены для удобства в дальнейших обозначениях.

Сформулированную задачу будем называть первой основной краевой задачей типа Римана с разрывными коэффициентами для трианалитических функций в случае полуплоскости или задачей 
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4. О решении задачи 
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 в случае полуплоскости. Известно, что в случае полуплоскости кусочно-трианалитическую функцию с линией скачков 
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 и исчезающую на бесконечности можно представить в виде:
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Будем искать решение задачи в виде:
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 функции, связанные с аналитическими компонентами искомой кусочно-трианалитической функции 
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Учитывая соотношения 
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и замечая, что на контуре 
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Введем в рассмотрение функции
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аналитические в области [image: image142.wmf]±
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Тогда равенства (7), (8) и (9) примут вид:
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Равенства (11), (12) и (13) представляют собой краевые условия обычных задач Римана для аналитических функций с разрывными коэффициентами в случае полуплоскости.
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Имеем следующую оценку:
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Таким образом, для того чтобы искомая трианалитическая функция 
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В самом деле, если функции 
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Итак, решение вспомогательных задач (11), (12) и (13) требуется искать в классе функций, имеющих на бесконечности ноль третьего порядка и бесконечность интегрируемого порядка в узлах контура 
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Таким образом, справдлив следующий основной результат.
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[image: image177.wmf]L

. Задача разрешима тогда и только тогда, когда одновременно разрешимы задачи (11), (12) и (13) в указанном классе функций.

Решим краевую задачу 
Римана (11) методом, предложенным в монографии Н.И. Мусхелишвили.

Выберем для всех узлов 
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Возьмем в качестве начальной точки 
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Таким образом, если 
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где 
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По найденной функции 
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где интегрирование производится вдоль 
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 ( произвольной гладкой кривой, полностью лежащей в области 
[image: image206.wmf]±

D

, соединяющей бесконечно удаленную точку с некоторой произвольной точкой области 
[image: image207.wmf]±

D

 (здесь мы учли, что 
[image: image208.wmf]0

)

(

0

=

¥

±

f

).

Пусть теперь в выражении (16) 
[image: image209.wmf]z

 стремится к точке 
[image: image210.wmf]t

 контура 
[image: image211.wmf]L

, отличной от узлов. Тогда с учетом формул Сохоцкого-Племеля, получим:


[image: image212.wmf]2

)

(

)

(

)

(

2

1

)

(

)

(

1

3

1

1

1

0

1

t

Q

i

t

i

t

P

t

d

Q

i

i

t

i

t

t

L

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-

C

+

+

C

=

F

-

+

+

+

ò

k

t

t

t

t

t

p

,
(19)


[image: image213.wmf])

(

2

)

(

)

(

)

(

2

1

)

(

)

(

1

1

3

1

1

1

0

1

t

G

t

Q

i

t

i

t

P

t

d

Q

i

i

t

i

t

t

L

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-

C

+

+

C

=

F

-

+

-

-

ò

k

t

t

t

t

t

p

.
(20)

В последнем равенстве было учтено, что 
[image: image214.wmf])

(

)

(

)

(

1

1

1

t

G

t

t

=

C

C

-

+

.

Подставим найденные по формулам (19), (20) предельные значения функции 
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Возьмем в качестве начальной точки 
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Тогда индекс задачи (12) будет задаваться формулой:
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Таким образом, если 
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По найденной функции 
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где 
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 ( произвольная гладкая кривая, полностью лежащая в области 
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 и соединяющая бесконечно удаленную точку с некоторой произвольной точкой 
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Пусть теперь в выражении (21) 
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 стремится к точке 
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В последнем равенстве было учтено, что 
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Подставим найденные по формулам (24), (25) предельные значения функции 
[image: image254.wmf])

(

1

t

±

F

 в свободный член задачи (13). 

Решим теперь краевую задачу Римана (13) методом изложенным выше.

Выберем для всех узлов 
[image: image255.wmf]с
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 значения 
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Возьмем в качестве начальной точки 
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 обхода прямой 
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 какую-либо ее точку, отличную от узлов, и произведем обход от 
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Тогда индекс задачи (13) будет задаваться формулой:
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Таким образом, если 
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, то общее решение задачи (13) будет иметь вид:
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где 
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 ( каноническая функция задачи (13), 
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Если 
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, то общее решение задачи (13) по-прежнему будет выражаться формулой (26), в которой надо положить 
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 условий разрешимости вида:
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Далее по найденным 
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5. Исследование картины разрешимости задачи 
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 в случае полуплоскости. Поскольку решение задачи 
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 в случае полуплоскости сводится к последовательному решению трех краевых задач Римана (11), (12) и (13), то картина разрешимости задачи 
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, в силу формулы, будет складываться из картин разрешимости вспомогательных краевых задач (11), (12) и (13).
В дальнейшем число 
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Для полного исследования картины разрешимости задачи 
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 в случае полуплоскости нужно рассмотреть 27 случаев.
1) Пусть 
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В этом случае краевые задачи (11), (12) и (13) безусловно разрешимы и имеют 
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 линейно независимых решений соответственно.
Таким образом, в данном случае задача 
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 безусловно разрешима и, в силу формулы (5), ее общее решение линейно зависит от 
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2) Пусть 
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В этом случае краевые задачи (11) и (13) безусловно разрешимы и имеют 
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 линейно независимых решений соответственно, а краевая задача (12) также безусловно разрешима и имеет единственное решение. 

Следовательно, в данном случае задача 
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3) Пусть 
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В этом случае краевые задачи (11) и (13) безусловно разрешимы и имеют 
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 линейно независимых решений соответственно, а краевая задача (12) разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (22) и имеет единственное решение.

Замечание 3. Заметим, что некоторые из условий (22) могут быть удовлетворительны за счет определенного набора значений произвольных постоянных, входящих в выражение для 
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Значит, с учетом замечания 2, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (22) и ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных, причем 
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 удовлетворяет неравенству
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4) Пусть 
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В этом случае краевые задачи (11) и (12) безусловно разрешимы и имеют 
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 и 
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 линейно независимых решений соответственно, а краевая задача (13) также безусловно разрешима и имеет единственное решение. 

Таким образом, в данном случае задача 
[image: image328.wmf]3

,

1

R

 безусловно разрешима и ее общее решение линейно зависит от 
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5) Пусть 
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В этом случае краевая задача (11) безусловно разрешима и имеет 
[image: image333.wmf]2
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 линейно независимых решений, а краевые задачи (12) и (13) безусловно разрешимы и имеют единственное решение. 

Следовательно, в данном случае задача 
[image: image334.wmf]3
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 безусловно разрешима и ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных.

6) Пусть 
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В этом случае краевая задача (11) безусловно разрешима и имеет 
[image: image339.wmf]2
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 линейно независимых решений, краевая задача (12) разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (22) и имеет единственное решение, а краевая задача (13) безусловно разрешима и имеет единственное решение.
Замечание 4. Заметим, что некоторые из условий (22) могут быть удовлетворительны за счет определенного набора значений произвольных постоянных, входящих в выражение для 
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Значит, с учетом замечания 4, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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условий разрешимости вида (22) и ее общее решение линейно зависит от 
[image: image344.wmf]l

 произвольных комплексных постоянных, причем 
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 удовлетворяет неравенству
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7) Пусть 
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В этом случае краевые задачи (11) и (12) безусловно разрешимы и имеют 
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 линейно независимых решений соответственно, а краевая задача (13) имеет единственное решение при выполнении 
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 условий разрешимости вида (27).
Замечание 5. Заметим, что некоторые из условий (27) могут быть удовлетворительны за счет определенного набора значений произвольных постоянных, входящих в выражение для 
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Следовательно, с учетом замечания 5, в этом случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (27) и ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных, причем 
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 удовлетворяет неравенству
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8) Пусть 
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В этом случае краевая задача (11) безусловно разрешима и имеет 
[image: image362.wmf]2
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 линейно независимых решений, краевая задача (12) безусловно разрешима и имеет единственное решение, а краевая задача (13) разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (27) и имеет единственное решение.
Замечание 6. Заметим, что некоторые из условий (27) могут быть удовлетворительны за счет определенного набора значений произвольных постоянных, входящих в выражение для 
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Значит, с учетом замечания 6, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (27) и ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных, причем 
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 удовлетворяет неравенству
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9) Пусть 
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В этом случае краевая задача (11) безусловно разрешима и имеет 
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 линейно независимых решений, краевые задачи (12) и (13) разрешимы при выполнении 
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 условий разрешимости вида (22) и 
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 условий разрешимости вида (27) соответственно и имеют единственное решение.
Замечание 7. Заметим, что некоторые из условий (22) и (27) могут быть удовлетворительны за счет определенного набора значений произвольных постоянных, входящих в выражение для 
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Таким образом, с учетом замечания 7, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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условий разрешимости вида (22) и при выполнении 
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 условий разрешимости вида (27), ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных, причем 
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 удовлетворяет неравенству
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10) Пусть 
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В этом случае краевые задачи (12) и (13) безусловно разрешимы и имеют 
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  линейно независимых решений соответственно, а краевая задача (11) безусловно разрешима и имеет единственное решение. 

Значит, в данном случае задача 
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 безусловно разрешима и ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных.

11) Пусть 
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В этом случае краевая задача (13) безусловно разрешима и имеет 
[image: image394.wmf]2
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 линейно независимых решений, краевые задачи (11) и (12) безусловно разрешимы и имеют единственное решение.

Следовательно, в данном случае задача 
[image: image395.wmf]3
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 безусловно разрешима и ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных.

12) Пусть 
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В этом случае краевая задача (13) безусловно разрешима и имеет 
[image: image400.wmf]2
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 линейно независимых решений, краевая задача (11) безусловно разрешима и имеет единственное решение, краевая задача (12) разрешима при выполнении 
[image: image401.wmf]2
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 условий разрешимости вида (22) и имеет единственное решение.

Значит, в данном случае задача 
[image: image402.wmf]3

,

1

R

 разрешима при выполнении 
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2

+

-

k

 условий разрешимости вида (22), ее общее решение линейно зависит от 
[image: image404.wmf]l

 произвольных комплексных постоянных, причем 
[image: image405.wmf]l

 удовлетворяет равенству


[image: image406.wmf]2

3

-

=

k

l

.

13) Пусть 
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В этом случае краевая задача (12) безусловно разрешима и имеет 
[image: image410.wmf]2
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 линейно независимых решений, краевые задачи (11) и (13) безусловно разрешимы и имеют единственное решение.

Следовательно, в данном случае задача 
[image: image411.wmf]3
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 безусловно разрешима и ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных.

14) Пусть 
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В этом краевые задачи (11), (12) и (13) безусловно разрешимы и каждая из них имеет единственное решение.

Таким образом, в данном случае задача 
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 безусловно разрешима и имеет единственное решение.
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В этом краевые задачи (11) и (13) безусловно разрешимы и каждая из них имеет единственное решение, краевая задача (12) разрешима при выполнении 
[image: image420.wmf]2
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 условий разрешимости вида (22) и имеет единственное решение.

Значит, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (22) и имеет единственное решение.

16) Пусть 
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В этом случае краевая задача (12) безусловно разрешима и имеет 
[image: image426.wmf]2
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 линейно независимых решений, краевая задачи (11) безусловно разрешима и имеет единственное решение, краевая задача (13) разрешима при выполнении 
[image: image427.wmf]2
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 условий разрешимости вида (27) и имеет единственное решение.
Замечание 7. Заметим, что некоторые из условий (27) могут быть удовлетворительны за счет определенного набора значений произвольных постоянных, входящих в выражение для 
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 соответственно.

Следовательно, с учетом замечания 7, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (27), ее общее решение линейно зависит от 
[image: image431.wmf]l

 произвольных комплексных постоянных, причем 
[image: image432.wmf]l

 удовлетворяет неравенству
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17) Пусть 
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В этом краевые задачи (11) и (12) безусловно разрешимы и каждая из них имеет единственное решение, краевая задача (13) разрешима при выполнении 
[image: image437.wmf]2
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 условий разрешимости вида (27) и имеет единственное решение.

Значит, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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условий разрешимости вида (27) и имеет единственное решение.
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В этом случае краевая задача (11) безусловно разрешима и имеет единственное решение, краевые задачи (12) и (13) разрешимы при выполнении 
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 условий разрешимости вида (22) и 
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 условий разрешимости вида (27) соответственно и имеют единственное решение.

Значит, в данном случае задача 
[image: image445.wmf]3
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (22) и при выполнении 
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 условий разрешимости вида (27) и имеет единственное решение.

19) Пусть 
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В этом случае краевые задачи (12) и (13) безусловно разрешимы и имеют 
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 и 
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  линейно независимых решений соответственно, а краевая задача (11) разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и имеет единственное решение.

Таким образом, в данном случае задача 
[image: image454.wmf]3
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 разрешима при выполнении 
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условий разрешимости вида (17) и ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных, причем 
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 удовлетворяет равенству
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20) Пусть 
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В этом случае краевая задача (13) безусловно разрешима и имеет 
[image: image462.wmf]2
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 линейно независимых решений, краевая задачи (12) безусловно разрешима и имеет единственное решение, краевая задача (11) разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и имеет единственное решение.

Значит, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17), ее общее решение линейно зависит от 
[image: image466.wmf]l

 произвольных комплексных постоянных, причем 
[image: image467.wmf]l

 удовлетворяет равенству
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21) Пусть 
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В этом случае краевая задача (13) безусловно разрешима и имеет 
[image: image472.wmf]2

3

-

k

 линейно независимых решений, краевые задачи (11) и (12) разрешимы при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и 
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 условий разрешимости вида (22) соответственно и имеют единственное решение.

Следоватльно, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и при выполнении 
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 условий разрешимости вида (22), ее общее решение линейно зависит от 
[image: image478.wmf]l

 произвольных комплексных постоянных, причем 
[image: image479.wmf]l

 удовлетворяет равенству
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22) Пусть 
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В этом случае краевая задача (12) безусловно разрешима и имеет 
[image: image484.wmf]2
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 линейно независимых решений, краевая задачи (13) безусловно разрешима и имеет единственное решение, краевая задача (11) разрешима при выполнении 
[image: image485.wmf]2
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 условий разрешимости вида (17) и имеет единственное решение.

Значит, в данном случае задача 
[image: image486.wmf]3
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17), ее общее решение линейно зависит от 
[image: image488.wmf]l

 произвольных комплексных постоянных, причем 
[image: image489.wmf]l

 удовлетворяет равенству
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23) Пусть 
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В этом краевые задачи (12) и (13) безусловно разрешимы и каждая из них имеет единственное решение, краевая задача (11) разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и имеет единственное решение.

Таким образом, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и имеет единственное решение.

24) Пусть 
[image: image497.wmf]1

1

£

k

, 
[image: image498.wmf]1

2

£

k

, 
[image: image499.wmf]2

3

=

k

.  

В этом случае краевая задача (13) безусловно разрешима и имеет единственное решение, краевые задачи (11) и (12) разрешимы при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и 
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 условий разрешимости вида (22) соответсвенно и имеют единственное решение.

Значит, в данном случае задача 
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 разрешима при выполнении 
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условий разрешимости вида (17) и при выполнении 
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 условий разрешимости вида (22) и имеет единственное решение.

25) Пусть 
[image: image505.wmf]1

1

£

k

, 
[image: image506.wmf]3

2

³

k

, 
[image: image507.wmf]1

3

£

k

  

В этом случае краевая задача (12) безусловно разрешима и имеет 
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 линейно независимых решений, краевые задачи (11) и (13) разрешимы при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и 
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 условий разрешимости вида (27) соответственно и имеют единственное решение.

Следовательно, в данном случае задача 
[image: image511.wmf]3
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17)  и при выполнении 
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 условий разрешимости вида (27), ее общее решение линейно зависит от 
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 произвольных комплексных постоянных, причем 
[image: image515.wmf]l

 удовлетворяет равенству
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26) Пусть 
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В этом случае краевая задача (12) безусловно разрешима и имеет единственное решение, краевые задачи (11) и (13) разрешимы при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и 
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 условий разрешимости вида (27) соответственно и имеют единственное решение.

Значит, в данном случае задача 
[image: image522.wmf]3
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 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17) и при выполнении 
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 условий разрешимости вида (27) и имеет единственное решение.

27) Пусть 
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В этом случае краевые задачи (11), (12) и (13) разрешимы при выполнении 
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1

+

-

k

 условий разрешимости вида (17), 
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 условий разрешимости вида (22) и 
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 условий разрешимости вида (27) соответственно и имеют единственное решение.

Таким образом, в данном случае задача 
[image: image531.wmf]3

,

1

R

 разрешима при выполнении 
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 условий разрешимости вида (17), 
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 условий разрешимости вида (22) и 
[image: image534.wmf]2
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 условий разрешимости вида (27) и имеет единственное решение.

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. При любых значениях индекса 
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 число 
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 линейно независимых решений и количество 
[image: image537.wmf]p

 условий разрешимости конечны, то есть задача 
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 в случае полуплоскости является нетеровой. 
Теоретическая и практическая ценность научной работы. Рассматриваемая в работе задача представляет самостоятельный научный интерес, служит основой исследования для других типов кусочно-непрерывных краевых задач в классах трианалитических функций и некоторых их обобщений, а также находит приложения в теории упругости и теории фильтрации. Кроме того, полученные результаты можно использовать при обучении студентов на соответствующих спецкурсах. 
Список публикаций по теме научной работы.
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